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Diffractions des Rayons X par les Structures en Couches DSsordonn~es. I 
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(Refu le 9 fgvrier 1951) 

While the approximations in the theoretical treatments of X-ray diffraction by two-dimensional 
gratings are in many cases valid and justify the application of the resultant formulae (in particular 
the Laue-Warren formulae) to the interpretation of experimental data, in certain cases a more detailed 
treatment is required. The present paper is concerned with the variation of the structure factor F within 
the zone of integration involved in determining the reflected intensity from a random powder of 
two-dimensional gratings. This integration is resolved into two parts corresponding to integration 
(a) across, (b) along the diffuse lines which represent two-dimensional layer lattices in reciprocal 
space; (a) is carried out algebraically, and the results are tabulated numerically for crystals of three 
simple shapes; (b) must be performed numerically for each individual case in accordance with the 
variation of F. 

The application of the formulae derived is discussed in relation to cases for which the variation of 
F ~ with angle is (i) slow, (ii) rapid and negative, (iii) rapid and positive, and the three types of 
diffracted bands are indicated. Results obtained by the present method and by the use of the 
Warren formulae are compared. 

1. Introduction 

La diffraction des rayons X par des structures form6es 
de couches d~plac~es sans ordre a 6t6 discut6e th~orique- 
ment  par Laue ( 1932),Warren (1941) et Wilson ( 1949 a, b). 
Br indley & Robinson (1948) ont appliqu6 les r6sultats 
de Warren  ~ la discussion des donn~es exp~rimentales 
obtenues sur l 'halloysite.  De telles couches so com- 
portent  comme des r~seaux ~ deux dimensions et 
dorment lieu ~ des phgnomgnes de diffraction caract6- 
ristiques. Dans le cas d 'un  cristal unique, tel que de 
nombreux cristaux de chlorites (Robinson & Brindley,  
1949), l 'effet de diffraction pout ~tre reli6 d 'une manigre 
simple et directe aux dimensions, ~ la forme et ~ la 
structure d 'une couche individuoUe. Mais avec les sub- 
stances comme les min~raux argileux, qui n 'exis tent  
qu '£ l 'gtat  de particules tr~s fines et qui ne peuvent  
gtre gtudi~es que par la mgthode des poudres, l ' inter- 
pr~tation des r~sultats exp~rimentaux se heurte ~ des 
difficult~s supplgmentaires. 

L 'appl icat ion des formules de Warren  k l 'halloysite 
a conduit k un accord satisfaisant entre les r~sultats 
des calculs et les donnges de l 'expgrience. En  particulier, 
les diffgrents types de bandes do diffraction, obtenues 
pour ce mineral,  ont pu gtro reli~s ~ sa structure 
cristalline. Nous avons donc pens~ que des rgsultats 
utiles pourraient  gtre obtenus d 'une  ~tude similairo 
effoctu~e sur un  autre mineral  argileux: la mont- 
morillonito. Mais ici lo problbme se complique par la 
prgsence de ph~nom~nes associgs aux cations ~chango- 
ables et au gonflement interne du mineral.  C'est en 

partie pour cette raison qu 'une interpr6tat ion quanti-  
ta t ive plus precise nous a paru n6cessaire. 

Bion quo l 'accord entre los observations et les calculs 
sur l 'hal loysite soit dans l 'ensemblo satisfaisant,  
certaines diff6rences subsistent  et restont inexpliqu~es. 
Ces diffgrences pouraient  provenir  des approximat ions  
admises dans los calculs do Warren.  I1 nous a donc paru 
utile d 'entreprendre un examen plus complet de l 'aspect  
th~orique de la question, et c'est cette nouvelle dis- 
cussion qui est pr~sent~e dans ce m6moire. Son applica- 
t ion ~ la montmori l loni te  sera donn~e s~par~ment dans 
la part ie I I  du travail .  

2. Diffraction par des cristaux 
di-dimensionnels finis 

Un cristal £ r6seau di-dimensionnel est repr6sent6 dans 
l 'espace r6ciproque de la fapon suivante:  

Soient a 1, a 2 les axes de p6riodicit6 dans le plan du 
cristal, bl, b~ les axes r6ciproques correspondants, et 
H1,H2,H 8 los coordonn6es d 'un  point de l 'espace 
r6ciproque par rapport  aux axes b 1, b~ et b 8, avec ba 
perpendiculaire au plan bib 2. La fonction ampl i tude 
q)(H 1, Hp, Hs)- - t ransform6e de Fourier  de l'6difice 
cristaUin--possbde des valeurs appr6ciables unique- 
ment  au voisinage des lignes droites d6finies par 
H 1 = hbl,  H~ = kb9 oh b 1 et b~ sent  les vecteurs r6cipro- 
ques des vecteurs-translations a~, ap, et h e t  k sent  des 
indices ontiers. 

Pour un cristal d'6tendue infinie dans le plan ala~, 
l ' ampl i tudo (I) no diffbre de z6ro quo le long de ces 
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lignes, mais pour un cristal d'~tendue finie, les lignes 
r~ciproques sont diffuse dans les directions bz, b2; la 
forme ot l '6tendue de ce domaine diffus sent d~termin~es 
respectivement par la forme et la taille de la couche 
crista|line. 

Pour une couche cristalline dent  tons les ~lectrons 
sont strictement loc~lis~s dans le plan aza 2, la fonction 
¢,  pour los valeurs donn~es de H~ et H~, reste constante 
pour toutes los valeurs de H a. Pour un ~difice £ densit~ 
~lectronique distribute normalement au plan aza ~, 
¢ varie avee H 3 comme le facteur de structure 
F(Hz, H~, Ha) do la maflle ~l~mentaire. 

Au voisinage d'une ligno hk de l'espace r~ciproque, la 
fonction ¢I) a la forme: 

~p = F(Hz, H2, Ha) × S(u, v), (1) 

oh S(u,v) est ia 'transform~e de forme' ou 'shape 
transform' (Ewald, 1940) c'est-~.dire, dans le eas 
present, la transform~e de Fourier de la forme du 
cristal dans le plan a~ a 2, et u et v d~finissent la position 
dans l'espace r~ciproque par rapport  ~ la ligne H 1 = hbx, 
H 2 = k b  2. On a 

Hz=hbx +u , H2=kb~-I-v. (2) 

En pratique les variations de F dans l'espace r~ciproque 
son~ assez lentes pour qu'fl soit possible de consid~rer 
cette fonction comme ind~pendante de u et de v dans 
tout  le domaine off S(u, v) garde une valear appreciable. 
On peut done ~crire: 

¢ = F~k(Ha) x S(u, v), (3) 

co qui oxprimo lo f a r  que l 'amplitude ¢I) varie le long 
de la ' l igno' r~ciproque comme lo facteur do structure 
pour une paire d'indices (h, k) donn~e, ot qu'elle varie 
transvorsalement comme la fonction S(u, v). 

La Fig. 1 repr~sente une ' l igno' (hk) avoc los varia- 
tions de F(Ha)xS(u,v)  figur~es sch~matiquement. 
L'origine do l'espaee r~ciproque est en O. Pour que les 
rayons X soient diffract~s dans une direction faisant 
un angle 20 avec le faisceau incident, il faut que l'extr~- 
mit~ du vecteur s tombe dans la r~gion off q) est 
appreciable. Ce vecteur est dirig~ suivant la bissectrice 
de l'angle 20 e t a  pour grandeur [ s ]= 2 sin 8/h. Sur la 
:Fig. 1 sent port~es doux valeurs tr~s diff~rentes de s, 
correspondant ~ deux cas de diffraction disturbs plus 
bas. L'intensit~ diffract~e est donn~e par le produit 
¢ ¢ %  On voit que pour une valeur donn~e de 0 (et, par 
consequent, do ] s I) fl existe un domaine de directions 
do s (or, par consequent, d'oriontations des cristaux), off 
la diffraction se produit. Pour un ensemble de particules 
orient~es au hasard, l'intensit~ diffract~e moyenne est 
proportionnello 

z= f oo, dA f dA 4~rl s l y =  FF*SS*47r[$[2, (4) 

Off dA est tm ~l~mont do surface do la sphere do rayon 
.~=l sl. 

L'oxprossion (4) est diffieilo k int~gror diroctomont, 
mSme on supposant que lo produit FF* demeure 

constant dans le champ d'int6gration. Le maximum 
d'intensit~ correspond g~n6ralement ~ une valour do 
s un peu sup~rieuro ~ s 0, rayon do la sphere passant par 
le point (h, k, 0) de l'espaco r~ciproque. La Fig. 1 montre 
que dans cetto r~gion le champ d'int~gration couvre un 
domaino dos //3 assez vasto pour que des variations 
consid6rables do Fhk(Ha) puissent s 'y  produire. C'ost 
done au voisinage du maximum d'intensit6 diffraet~e 
quo la supposition do FF* constant ale  moins de chance 
d'etre valable. Par contre, pour s >~ s o ]a sphere s'610igne 
du point (h, k, 0) et le domaine dos H 3 couvert par le 
champ d'int~gration devient ~troit (voir Fig. 1) pour 
permettre de consid6rer FF* comme constant. Dans 
cette deuxi~me r~gion il est possible de n~gliger aussi 
la courbure de la sphbre, co qui rend l ' int6gration 
immediate et conduit ~ la formule de Laue (1932), 

j :  

0< -  - - - so -  - - ~ i~  

k, O) 

J l  
Fig. 1. Repr6sentation sch6matiquo d'une 'ligne' r~eiproque 

(hk) couple par deux spheres do rayons s diff~rents. 

rotrouv6o par Warren (1941) comme valablo unique- 
ment pour los portions des bandes de diffraction 
61oign6es dos maxima: l'int6grale (4) Frond, on offot, la 
forme IFl  f 4rm 2 sin ¢o SS* dA ', 

off dA' est un 616ment de plan parallble ~ b z b 2 et 

sin ¢0 = (s2-s2)t/s. 

L'int~gration donne dans ce cas: 

1= IFI a (4') 
4zrs(s2-- s0~)t ' 

~2 ~tant l'aire do la couche cristallino (voir aussi 
Brindloy & Mdring, 1948). 

Les approximations faites par Warren (1941) et par 
Wilson (1949a), dans l'int~gration do l'expression 

f S S * d A ,  ont ~t6 discut~es ~ fond le douxibmo par 

auteur; elles n 'ont pas besoin d'etre rappel~es ici. Les 
calculs plus exacts de Wilson confirment la valour des 
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r6sultats de Warren, et il e~t clair que los formules 
simples donn6es par celui-ci peuvent ~,tre consid6r6es 
comme bonnes pour de nombreuses applications. Mais 
fl est important de ne pas oubher que les deux calculs 
ne sent valables que dans les cas off Fh~(Ha) varie peu 
dans lo champ d'int6gration. C'est cot aspect du 
problbme qui est examin6 dans le pr6sent travail. La 
m6thode de calcul num6rique d6velopp6e ici s'apphque 

l 'importante r6gion de diffraction d6finie par s'~So; 
pour s >>s 0 la formulo de Laue (formule 4') reste toujours 
applicable. 

3. Mode de calcul 
Pour une bande (hk) donn6e, les limites r6elles du champ 
d'integration permettent de remplacer la sphere de 
rayon s par un cyhndre du mgme rayon et d'axe per- 
pendiculaire au plan passant par ba et par la hgne 
r6ciproque (hk). Cette approximation, d6ja utihs6e par 
Warren (1941), est acceptable parce que le domaine, off la 
fonction S(u, v) poss~de des valeurs apprdciables, est 
g6n6ralement petit par rapport au vecteur s o = hbl + kb~ 
(Fig. 2). 

I 

/ / i l  
1 

s I [ ! 

i 
I! i 

,,///, ',, 
i "~ Nt 

0 hb, I bt 

Ligne (hk)~J 
Fig. 2. Repr6sentation g6om6trique des coordomz~es 

X, Y e t  ¢. 

Soit ¢ l'angle entre le vecteur s e t  le plan b 1 b~. I1 est 
commode de remplacer les coordonn6es u et v par les 
coordonn6es X et Y respectivement parallbles au 
vecteur s o et aux g6n6ratrices du cyhndre (Fig. 2). 

La position d'un point de l'espace r6ciproque par 
rapport ~ la ligne (hk) est donc d6finie par les coordonn~es 
(X, Y, Ha) qui peuvent s'6crire: 

X =s cos ¢-so, 
Y, 

et H3=ssin¢. 

L'616ment de surface dA du cylindre s'6crit 

dA =sdCdY, (5) 

et l'expression (4) devient: 

I=-4-~ s I Fhk(Ha)]2SS*dYd¢. (6) 

f. 
Posons T(X) =J SS* d Y. (7) 

Le facteur de structure peut ~tre consid6r6 comme 
constant dans le champ d'int6gration de (7) puisque 
celle-ci s'effectue perpendiculairement £ la direction de 
la ligne (hk). Le calcul de T(X) peut donc se faire 
alg6briquement pour une couche cristalline de forme et 
de taille dorm~es. 

L'intensit6 1 peut s'6crire alors* 

8 T(X/d¢.  (8/ 

L'introduction du facteur de d6polarisation habituel et 
l'expression s = 2 sin 0//t nous donnent finalement 

I = (1 + cos 220) A f 
16• sin 0 ] Fh~(H3)[~T(X)d¢. (9) 

La m6thode d'6valuation de T(X) est donn~e dans le 
paragraphe suivant. 

La formule (4') valable pour 0>> 0o devient 

I -  (1+cos220)[F]~A2g2 
32zr sin 0(sin 2 0 -  sin 9 00)½" (10) 

I1 convient de ne pas oublier que IF  [~ doit gtre 
remplac6 par la somme des carr6s des facteurs de 
structure intervenant du fait de la multiplicit6 de la 
bande. En l'absence de toute multiplicit6 particuh~re le 
facteur IF[  ~ repr6sente la somme 

2[[ F(Ha)J + IF(- Ha)[~]. 

Dans les calculs num6riques des F il est commode 
d'introduire un troisibme indice fictif l' non entier 
(supposant un troisi~me parambtre, 6galement fictif, 
a~ perpendiculaire ~, a 1 a2). 

l' 2 
Ainsi Ha = -7 = -  (sin 2 0 -  sin ~ 0o)t. 

a a A 

La formule (10) peut s'6crire alors 

z = ( l +  cos 2e) n I F I a; 
16zr sin 0 l' " (10') 

4. Calcul de T(J O 

Dans le plan do la couche cristalline, soient x et y los 
axes des coordonn6es respectivement parall6les aux 
axes X et Y d6finis plus haut. La fonction S(X, Y) est 
par d6finition la transform6e de Fourier de la 'fonction 

* Les d~placements des couches peuvent  ne pas ~tre 
absolument arbitraires. Dans ce css chaque facteur I Fh~(H3)I 2 
dolt ~tre multipli6 par une fonction d'interf6rence Ghk(Ha). 
Les fonctions G d6pendent des param~tres de d6sordre (Hen- 
dricks & Teller, 1942; M6ring, 1949). 
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do forme '  c(x,y) ( ' shape fonct ion ' ,  voir Ewald, 1940), 
telle que 

c(x,y)--1 pour les valours de (x,y) ~ l ' int~rieur du 
pdrim~tre du cristal, 

c (x ,y) - -0  pour los valeurs de (x,y) ~ l 'ext~rieur du 
pdrimbtre du cristal. 

Consid~rons la transformde de Fourier du produi t  

S(x, y) S*(X, Y): 

P(xo, Yo) = I'l'SS*( X, Y) e-2~ri(Xxo+ Y Yo) dX d Y, 
JJ  

qui, pour Yo = O, devient  

= I ISS* e-9"iX~o dXd Y P(xo, O) 

= f T(X) o- .,X odX (11) 

Inversement ,  nous avons 

T(X) = P(%, O) e2"iXxo dx o. (12) 
L'intdgrale (12) peut  8tre exprim6o en fonetion de la 

taille et de la forme du cristal plan, en uti l isant  la 
propridtd fondamentale  des transformdes des produits:  
si A (X, Y) et B(X, Y) sent  los transformdes de Fourier  
respectives de a(x,y) et b(x,y), la transformde de 
Fourier  du produit  AB est dolmde par  

f f a(x, y) b(x o- x, Yo- Y) dxdy 

(Titehmarsh, 1937, p. 51). 
Dans le eas prdsent A =S(X, Y) et B=S*(X, Y); par  

consdquent a = c(x, y) et b = c( - x, - y), ce qui donne 

P(xo, Yo) =IIc(  x, Y) c(xo + x, Yo + Y) dx dy. (13) 
J J  

Cette intdgration est repr6sentde dans la Fig. 3 (a), off 
les axes x et y sent  respect ivement  parallble et per- 
pendiculaire & s 0. L'aire & l ' intdrieur de laquelle c = 1 
est ddlimitde par  le pdrim~tre du cristal. La fonction 
C(Xo+X, Yo+Y) est identique & c(x, y), mais est ddplacde 
de x 0, Yo. L'intdgrale du produit  no diff~re de zdro que si 
los deux aires se recouvrent;  P(xo, Yo) est done donnde 
par  l 'aire hachurde. De m~me P(xo, 0) est l 'aire hachurde 
de la Fig. 3 (b); on pout l'dcrire: 

P( o, o)=f(z -I o I)dy, (14) 

oh/~ ost la longueur d 'une corde parall~le au veetour s o. 
On reeonnalt  dans P(%, O) la fonetion A(t) ddfinio par  
Wfls on (1949). L 'expression ( 12 ) dovient: 

z<x) = ff(z,-Ixo I)e " Xx°dxody, (15) 
los limites d ' intdgrat ion dtant  ddfmies par  le pdrim~tre 
du cristal. Une premiere intdgration, entre los limitos 

x o = + l~,, donne: 

T(X)-2()xf f (1-eos 2 Xl ) dY 
1 

- (-X)~ f s m  ~ rrXl~dy, (16) 

expression qui pout s'dcrire 

D 
T(X) - (-~-~ sin~ .Xlv, (17) 

off D est le diam~tre apparent  de la couche cristalline 
rue  clans la direction de s o (Fig. 3 (b)). 

O) 

¢ = 0  

x 
e 

~ p (xo. vo) 

(b) J ' ~  x 
L'aire 

p(~o, o) 

Fig. 3. Signification gdomdtrique des fonctions 
(a) P(xo, yo) e~ (b) P(Xo, 0). 

Le max imum de T(X) est 

T(O)=DI~, (18) 

formule ~ comparer & cello donnde par  Waller (1942) 
pour los particules tri-dimensionnelles. 

Los formules (16) et (17) permet ten t  de calculer 
facilement T(X) pour une particule de forme et de faille 
dolm6es et pour une direction de s o quelconque. Les 
exemples qui suivent se rappor ten t  & quelques cas 
simples. 

(i) Carrd de c6td a 
Pour s o parall~le k un c6t6 

a [sin rraX~ 9 
T(X)=a ~ 7tax ) " 

Pour  s o parall~le k une diagonale 

r,  m(2. X42)] 
T(X)=(Trai)2 ~]2 L. 2rraX ~/2 J" 

(ii) Hexagone de cdtd a 
Pour  s o paraU~le k un  c6td 

T(X)= 2~/3aS " 1 sin2rraX 
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Pour s o perpendiculaire ~ un c6t~ 

2a 3 I- 
T(X) (2--~-X) 2 / 2 -  cos (2~raX 43) 

L 

sin (2.aX 43)-] 
j .  

(iii) Cercle de rayon r 

P o s a n t / ~ = 2 r c o s a ,  on a dy=rcosada et (16) donne 

r ½n 
T ( X ) = ( ~ f 0  [ 1 -  cos (47rrX cos a)] cos ada.  

L'int6gration se f a r  en utilisant le d6veloppement 

cos (47rrX cos a) = Jo(47rrX) - 2J~(4~rrX) cos 2a 

+ 2J4(47rrX ) cos 4 a -  2J6(47rrX ) cos 6a + . . .  + . . . ,  

off Jo, J2, J¢, ... sent les fonctions de Bessel d'ordre 
0, 2, 4 etc., ce qui donne 

r 3 
T ( X )  - - -  

(TrrX) 2 

r 1 jn(41rrX)] x z + 

avec n pair ~: O. 
Le Tableau 1 donne les valeurs de T(X)/r sen fonction 

des produits (rX), r ~tant le rayon de l'aire circulaire 
~quivalente. 

On voit que, pour los particules hexagonales et 
carries, la fonction T(X) ne varie que tr~s peu entre les 
deux orientations extrSmes. Pour ces deux formes on 
peut utiliser sans inconvenient les valeurs de T(X) 
donn~es pour le cercle d'aire ~quivalente. 

L'approximation n'est pas valable dans le cas des 
couches de forme allong~e. Dans ce cas le plus simple 
est de calculer T(X) pour chaque bande en se servant 
des formules (16) ou (17). 

5. Calcul  des profils des bandes  de diffraction 

(a) En principo on calcule les bandes pour chaquo 
paire d'indices hk, et si plusieurs bandes se recouvrent, 
l 'intensit6 diffractge, totale s 'obtient par simple som- 
mation. Les calculs num6riques sent toutefois simplifies 
dans le cas off il est possible d 'admettre  que les diam~tres 
des couches cristallines varient peu suivant les diffgrentes 
directions prises dans leur plan. Dans ce cas on peut 
calculer Z ]Fh~(Hs)12 pour toutes les paires d'indices 
correspondant au m&me s 0 et effectuer ensuite l'int~gra- 
tion num~rique de l '6quation (8). Ce procgd6 est valable 
parce que, comme on vient de le montrer, T(X) varie 
tr&s peu avec l 'orientation pour les particules de forme 
carrie ou hexagonale. Cette simplification n'est plus 
valable pour les particules de forme allongge (voir, par 
exemple, les micrographies ~lectroniques de l'halloysite 
et de l'hectorite). 

(b) Pour effectuer l 'int6gration numgrique de l'equa- 
tion (8), le domaine angulaire ¢, couvrant les valeurs de 
T(X) apprgciables, est divis~ en petits domaines 6gaux 
A¢ (de l'ordre de ½o pour les couches de taille < 400 A.). 
Pour chaque accroissement A¢ on note les valeurs de 

T(X) = T(8 cos ¢ -80)  et do z I F(H3) 12- - Z I F(8 sin ¢)12 
L'intggration (8) se r6duit & la sommation des produits 
[z I.F(H3)I x T(x) .  

Tableau 1. Valeur8 de T(X)/r 3 pour trois formes 
de particule8 

T(X)/r 3 
2. 

o 0 I-_l + 
> ) ) > 

rX S O S o S O S O 
0,0 5,33 5,37 5,32 5,56 5,24 
0,02 5,31 5,36 5,30 5,52 5,17 
0,04 5,25 5,31 5,24 5,46 5,08 
0,06 5,14 5,19 5,13 5,35 4,95 
0.08 4,98 5,03 4,97 5,18 4,80 
0,10 4,79 4,83 4,78 4,98 4,61 
0,12 4,57 4,60 4,56 4,75 4,37 
0,14 4,34 4,34 4,31 4,49 4,09 
0,16 4,08 4,06 4,04 4,21 3,79 
0,18 3,79 3,78 3,75 3,91 3,49 
0,20 3,48 3,48 3,44 3,60 3,18 
0,22 3,16 3,16 3,12 3,28 2,87 
0,24 2,85 2,85 2,80 2,95 2,56 
0,26 2,54 2,54 2,48 2,60 2,26 
0,28 2,24 2,24 2,16 2,26 1,96 
0,30 1,94 1,96 1,86 1,94 1,68 
0,32 1,66 1,69 1,58 1,64 1,44 
0,34 1,41 1,44 1,33 1,37 1,24 
0,36 1,18 1,21 1,11 1,12 1,06 
0,38 0,98 1,01 0,92 0,90 0,91 
0,40 0,80 0,84 0,75 0,70 0,78 
0,42 0,64 0,69 0,60 0,53 0,68 
0,44 0,51 0,56 0,47 0,38 0,60 
0,46 0,41 0,45 0,37 0,26 0,53 
0,48 0,33 0,37 0,29 0,18 0,47 
0,50 0,28 0,31 0,23 0,13 0,44 
0,55 0,19 0,18 0,18 0,04 0,39 
0,60 0,165 0,15 0,20 0,02 0,36 
0,65 0,20 0,15 0,23 0,08 0,32 
0,70 0,225 0,16 0,27 0,17 0,28 
0,75 0,24 0,17 0,28 0,245 0,24 
0,80 0,22 0,15 0,26 0,26 0,20 
0,85 0,19 s 0,14 0,205 0,24 0,16 
0,90 0,145 0,12 0,16 0,20 0,14 
0,95 0,10 0,105 0,10 0,135 0,13a 
1,00 0,08 0,09 0,06 0,075 0,13 
1,05 0,07 0,08 0,055 0,02 0,12 
1,10 0,065 0,07 0,06 0,00 0,11 
1,15 0,05 0,06 0,06s 0,00 0,10 
1,20 0,04 0,055 0,08 0,01 0,09 

(c) I1 a 6t6 dit plus haut, que l'int6gration num~rique 
est surtout n~cessaire dans la r~gion de H3~0,  tandis 
quo pour [H3] >~0 on peut appliquer l 'approximation 
alg6brique de Laue-Warren. I1 est ~vident que pour 
que l'int6gration num6rique donne des r~sultats 
acceptables, les intervalles A¢ doivent 8tre pris assez 
petits et doivent diminuer ~ mesure que la diffSrence 
(s - 80) augmente. Le point off les deux modes d'integra- 
tion pouvent so raccorder est difficile ~ indiquer avec 
precision, mais pratiquement la difference entre les 
doux calculs devient faible ~ partir de 

8 > 8 0 + Xmax., 



446 D I F F R A C T I O N S  D E S  R A Y O N S  X 

off Xmax. est la valour de X au dol~ de quello T(X) cesso 
d'gtre appr6ciable. Le Tableau 1 montre  que 

1,2 
Xmax,  ~ . r 

6. D i s c u s s i o n  

Sans trop anticiper sur los r~sultats, qui soront donn6s 
dans la part ie  II ,  on dolt noter quo los bandes so classont 
on trois types,  suivant  la formo do la fonction Z ] F(Ha) ]~ 
au voisinage de H a = 0  (Fig. 4). Ces trois types ont d6jk 
fit6 not6s dans le t ravai l  de Brindloy & Robinson (1948) 
sur l 'halloysite.  

~q 

Fig. 4. Les formes do la fonction Z ] ~a~(Ha)[ = correspondant 
aux trois types I, II et III de bandes de diffraction. 

Lo proiil de la bando reproduit  alors colui de la 
fonction T(X).  Co cas extrgme est rare; on g6n6ral los 
bandes de co type exigent l 'emploi  de la sommat ion  
num6rique. La  Fig. 5 (b) confronte un  r6sultat  do cette 
sommation avoc co que donne l 'emploi  de la formule de 
Warren:  celle-ci no change pas l 'al lure du proffl, mais  
donne des intensitds trop fortes. 

Bandes de type I I I  

C'est le cas d 'une  croissance rapide de Z I F  [~. 
La sommat ion num6rique ne peut  ~t.re 6vit6e. La  
l~ig. 5(c) montre  que l 'emploi de la formule de Warren* 
conduit dans ce cas ~ un  profil sensiblement different. 
Dans les bandes de ce type l ' influence de la forme et de 
la taille des couches cristallines, sans gtre n6gligeable, 
se trouve sensiblement att4nu6e. Le proffl de ces bandes 
est done plus directement  sensible aux variat ions de 
l 'architecture a tomique des couches. 

Les auteurs expr iment  leur reconnaissance k M. le 
Professeur Whiddington,  et ~ M. l ' Inspecteur  G6n6ral 
Desmaroux,  qui ont permis et largement  encourag~ 
leur collaboration k Leeds et k Paris.  

f 
I 
I 

S 

(a) (b) (:) 
Fig. 5. Exemples de bandes I, II et III ealcul6es par l'int6gration num6riquo (trait plein) et par les formules de Warren 

(trait en pointill6). (a) Bande de type I, (b) bande de type II, (c) bande de type !II. 

Bandes de type I 

Co type  correspond ~ une variat ion lonte de Z ]FI2. 
L ' in tegra t ion  num6rique conduit  sensiblement au mSme 
r~sultat que l 'emploi  des formules de Warren  ou de 
Wilson (Fig. 5(a)). Elle peut  done ~tre 6vit~e dans 
cecas .  

Bandes de type I I  

Elles correspondent au cas d 'une d~croissance rapide 
de 2; ] F I ~. Le cas extreme est celui off cette ddcroissance 
est assez" rapide pour permettre  l ' approximat ion  
X = s -  s 0. L'expression (8) prend alors la forme 

_1 
~] Fak(Ha ) ]2 dH 3 I =  T ( s - s  o) 

4ns ~ j 
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Diffraction Effects in X-ray Fourier Syntheses Due  to 
Non-observed ' Weak Reflexions' 
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A crys ta l  s t r u c t u r e  in  w h i c h  d i sp lacement s  of  ce r t a in  a t o m s  s u d d e n l y  occur  a t  long,  r egu la r  in te rva l s  
gives s t rong  X - r a y  reflexions on ly  in t he  close v i c in i ty  of  rec iproca l - la t t i ce  points ,  co r r e spond ing  to  the.  
pe r iod  of  t h e  basic subla t t i ce .  I f  t he  r e m a i n i n g  reflexions,  wh ich  m a y  be  v e r y  weak ,  are  n o t  de t ec t ab l e  
b y  the  e x p e r i m e n t a l  m e t h o d  appl ied ,  t h e n  la rger  d i f f rac t ion effects can  a p p e a r  in t he  F o u r i e r  
ca lcu la t ions  of  t he  e l ec t ron -dens i ty  func t ion  based  on the  obse rved  X - r a y  d a t a .  

Introduction 

In connexion with the determination of the crystal 
structure of a tungsten oxide of composition W~o058 
(/? tungsten oxide), recently performed at this Insti tute 
(Magn61i, 1950a, b), a very peculiar diffraction effect 
was observed in the Fourier syntheses. This effect will 
be discussed here for a model linear structure and also 
for the case actually observed. 

A linear model 

Let a one-dimensional lattice of identity period a con- 
tain a number, say eight, of scattering units (' atoms') 
arranged as follows (cf. Fig. 1 (d)): 

x 1 - - ~ a ,  x 2 - - ~ a ,  x 3 = ~ a ,  x 4--~5a, 

x ' l = a ( 1 - - ~ ) ,  x'2--a(1--y~5) , x ; = a ( 1 - - ~ ) ,  
? 

x4=a(1 -~-w). 

This lattice is evidently centro-symmetrical, and the 
interatomic spacing is ~ a  except for the atoms indexed 
4 and 4', where it is ~$a, thus representing a recurrent 
displacement. The identity period of the 'sublatt ice '  
is ~ a .  

The scattering power of the atom being f, the 
structure factor of the nth-order reflexion will be given 
by 

xi 
F(n) = • f cos 2nn-- .  

In  order to suppress the influence of the termination 
of the Fourier series a convergence factor (' temperature 
factor') e -~<~/a)~ is introduced (Bragg & West, 1930). 
The lattice may then be represented by the series 

1 
p(x) =a ~n [F(n) e -a(n/a)2] cos 2nn X.a (1) 

For the numerical calculations a, f and a are given 
the arbitrary values 1, 1 and 2 respectively, the n/a 
(or sin 0/h) dependence of the scattering power being 
implied in the convergence factor. The Fourier 
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Fig. 1. (a) A linear lattice containing one a tom in the uni t  
period. (b) The corresponding p function derived on the 
basis of wave numbers up to 40. (c) The p function ob- 
tained when using the reflexions of 0th, 7th, 8th and 15th 
order only. (d) A linear lattice, the atoms of which are 
uniformly distributed with the exception of one pair of atoms 
(4 and 4"). This shorter distance thus represents the dis- 
location of the atoms, occurring after long periods. (e) The 
corresponding p function calculated by summation over all 
wave numbers up to 40. (f) The p function obtained when 
omitt ing all weak interferences (I Fourier coefficients]> 4). 
(g) The Pat terson function derived on the basis of the same 
reflexions as were used in (f). 

coefficients of (1) will thus acquire the values given in 
Fig. 2. In this reciprocal representation the larger 
values occur only close to the reciprocal-lattice points 
of the substructure of identity period y~sa. I f  the 
highest wave number obtainable with the applied 


